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1. 


Mathématiques élémentaires et Mathématiques spéciales. 


5583. — On désigne par S toute transformation homographique ponctuelle, régulière (admettant une 
transformation réciproque), ne se réduisant pas à la transformation identique, soit du plan projectif en lui-même, 
soit de l’espace projectif en lui-même. Le transformé par S d’un point M sera noté M.. 

Dans les parties 1, II, III du problème, on propose l'étude, en géométrie plane, de certaines transformations S 
vérifiant l’une ou l’autre des conditions suivantes : 

— ou bien il existe au moins trois points non alignés x B, C tels que leurs transformés A,, B;, C, par S 
soient situés respectivement sur les droites BC, CA, AB [pour abréger, on énoncera désormais cette condition, ou 
toute condition analogue, en disant : il existe au moins un «triangle» ABC dont le transformé ABC par S 
“est inscrit dans ABC, même si certains des points sont à l’infini]; 

_— ou bien il existe au moins un « triangle » ABC (trois points non alignés) qui est inscrit dans son transformé 
ABC, par S, c’est-à-dire A sur la droite B,C;, B sur la droite C;A;, C sur la droite A,B:. 

Une transformation S vérifiant la première de ces deux conditions sera appelée transformation du type X, 
ou transformation E, et tout « triangle» ABC dont le transformé, par une telle transformation, est inscrit dans 
ABC sera appelé triangle (0). | 

Une transformation S vérifiant la seconde des deux conditions sera dite du type Y’, ou transformation *’, 
et tout « triangle» ABC inscrit dans son transformé par une telle transformation sera appelé triangle (0°). 

Dans la partie IV du problème, on propose, dans l’espace, l’étude de transformations S vérifiant des condi- 
tions analogues où interviendront des systèmes de quatre points non coplanaires (en abrégé : « tétraèdres »). 

Les parties III et IV peuvent être étudiées indépendamment des parties I et II. 

Dans les parties I et II, les transformations S étudiées sont des similitudes directes, dans un plan réel 
euclidien donné. Le plan est orienté; l’unité d’angle est le radian; la notation (L, L’) représentera la mesure algé- 
brique « modulo x » de l’angle orienté de la droite L vers la droite L”. 

I. — GÉOMÉTRIE PLANE. — Soient À,B,C trois points non alignés; on désigne par I le centre du cercle passant 
par A,B,C,par G le point de rencontre des médianes et par H l’orthocentre du triangle ABC, par As, B; C 
les milieux et par Iu, Lo, Iw les médiatrices respectivement des segments BC, CA, AB. 

19 On donne le triangle ABC. Soient A’, B’, C’ trois points pris respectivement sur les droites BC, CA, AB, 
et distincts des sommets du triangle. Démontrer que les trois cercles circonserits aux triangles AB’C, BC’A’, 
CA'’B’ ont en commun un point J, et que l’on a, « modulo = », légalité 


(JB, JC) — (AB, AC) + {A’B”, A’C’) 
et deux égalités analogues faisant intervenir (JC, JA) et (JA,JB). 


Démontrer que, si A’B'C’ est un triangle directement semblable au triangle ABC (A 
B’ à Bet C’à C), le point J ‘est confondu avec le point I. 


LA 


correspondant à À, 
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20 Le triangle ABC est donné, ainsi qu’un nombre = 


Soient Iu,, Iv,, Iw, des droites définies à partir des médiatrices Iu, le, Iw par les relations 
(Lu, Tu) Le (I», Iv,) = (Lw, Iw) = G- 


Les points d’intersection des droites lu, et BC, lv, et CA, Iw, et AB, sont appelés respectivement A,,B,,C.. 
Démontrer que A;, B,, C;, sont les transformés respectivement des points À, B, C, dans une similitude 
directe, dont le rapport (positif) K et l’angle w, que l’on exprimera en fonction de #, vérifient la relation 


. (1) : 2K cos «w + 4 = 0. 


Quel est l’orthocentre du triangle A,B,C,? Construire le centre © de cette similitude. Quel est le lieu du 
point O quand + prend toutes les valeurs possibles? . - | 

Démontrer que les similitudes directes ainsi définies sont les seules similitudes directes du type Z pour les- 
quelles le triangle ABC donné est un triangle (0). x © | 

3° On donne maintenant une similitude directe S par son centre O, son angle w et son rapport K (positif) 
et l’on suppose : | 


(1) ; 2K cos «w + 4 = 0 avec 


On donne, d’autre part, un point I. On demande de construire un triangle ABC inscrit dans un cercle {non 
donné) ayant I pour centre, et tel que son transformé A:B;G par S soit inscrit dans ABC (A, sur BC, etc.}; 
on montrera que ce problème admet une infinité de solutions, l’un des sommets, A par exemple, pouvant être 
choisi arbitrairement dans une région du plan, que l’on définira. Existe-t-il des triangles rectangles parmi ces 
triangles ABC? | | 

Les résultats précédents permettent de caractériser parmi, les similitudes directes, celles qui sont du type X 
et donnent un mode de construction des triangles (8) correspondant à chacune de ces transformations. 

IT. — GÉOMÉTRIE PLANE. — On propose ici d'étudier par une autre méthode les similitudes directes du type ZX. 

Le plan est rapporté à un repère orthornormé ayant pour origine O et pour axes Ox et Oy. Un point M 
pourra être défini par ses coordonnées (x, y) ou par son affixe z = x + y (le conjugué de -z sera noté z). On 

| rappelle que la propriété d’alignement de trois points ayant pour affixes z, ’,z” peut être caractérisée par la relation 


2 


LR AE : ê 
(2) z 3 7 —0. 
1 1 1 


On désigne par S une similitude directe ayant pour centre l’origine O, pour angle w et pour rapport (positif) 
K. On pose k — Kei”. Le transformé par S d’un point M d’affixe z est le point M, ayant pour affixe z, — hz. 

1° Un point A, distinct de O, étant fixé (par exemple sur Or), construire le lieu des points B tels que le 
produit vectoriel de AB, et de BA, soit nul. | UN | 

On peut alors choisir trois points A, B, C, non alignés, distincts de O, de façon que les points A,,B, CG soient 
alignés, ainsi que les points A, B,, C. Ces conditions étant réalisées, démontrer, en utilisant la relation (2), que 


les trois points À, B, C, sont alignés si, et seulement si, l’on a 

(1) . 2K cos w + 1 = 0. 

On retrouve ainsi les similitudes directes du type X. - | ; #4 

On considère une telle similitude Z, ayant © pour centre; montrer que l’on peut construire les triangles (8) 
correspondants en se donnant deux de leurs sommets, A et B. 

29 On revient à la similitude directe S ayant pour éléments O,w, K. On désigne par À un point distinct 
de O et par A, A; À, les transformés par S respectivement des points A, À,, A.. NS 

Déterminer celles de ces similitudes pour lesquelles les trois points A, A, et A, sont alignés, quel que soit A. . 
Parmi elles figurent les similitudes directes Z ayant O pour centre; quelles sont les autres similitudes S vérifiant : 
cette propriété? Le ; | | , : ‘ . 

Existe-t-il une liaison simple entre cette propriété des similitudes directes Z .et la propriété établie au para- 
graphe II, 40? ‘ : . 4 

39 Quelle relation doit-il exister entre w et K pour que la similitude directe S soit du type ZX’? En dési- 


# 
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gnant comme précédemment par A,, A+, À, les « itérés » d’un point A par une telle similitude X’, montrer 
que les points À, À,, A, sont alignés, quel que soit A. : 
(L'étude détaillée des similitudes Y° n’est pas demandée. }: 
Définir les similitudes directes ©, qui sont à la fois du type X et dutype ZX” et déterminer les triangles qui, 
pour une telle similitude X,, sont à la fois des triangles (8).et des triangles (0). 


} 


III. — GÉOMÉTRIE PLANE. — Dans le plan projectif, rapporté à un RÉOèTE tout point M sera défini par un 
système de coordonnées homogènes, ou trilinéaires (x, y, t). « 

À une transformation S, répondant à la définition précisée au début de l'énoncé du problème, sera associée 
une matrice carrée (F), d'ordre trois, régulière, telle que le point M,, transformé par S du point M (x, Y, t), 
admette comme coordonnées les nombres 2, y:, t, définis par la relation matricielle 


- ‘ i E Ti z 

(3) . (:) = (F) (} : 

| hi: t, , 

On rappelle que la trace d’une matrice carrée est la somme de ses valeurs propres, ou la somme des éléments 
de sa diagonale principale. | 

19 Une transformation $S étant donnée, il est possible de choisir trois points A,B, €, non alignés, tels que, A; 
et B, étant les transformés par $ de A etde B,les points A,,B, C soient alignés, ainsi que les points A, B;, C. 

Démontrer, en utilisant éventuellement des changements de repère, que, si une transformation $ est du type 
Ÿ, la trace de la matrice (F}) est nulle et que, réciproquement, si la trace de la matrice (F) associée à une trans- 
formation $S est nulle, S est du type ©. 5 

Comment peut-on obtenir les triangles (8) correspondant à une transformation Ÿ donnée? 

20 On désigne par Mi, Mr, Ma les «itérés » d’un point M par une transformation $ donnée, c’est-à-dire 
les transformés par S respectivement de M,.M,, M Démontrer que, si S est du type X, les trois points 
M, M;, M, sont alignés, quel que soit M. . x 

La réciproque de cette propriétés est-elle exacte? : DR: 
3° Quelle condition doivent vérifier les éléments de la matrice (F) pour que la Ransoreenon S soit du 
type 2°? : 


Existe-t-il, pour un point M et pour certains de ses « itérés » M, M, M, par une traristormation Z', une . 


propriété d’alignement valable quel que soit M? 
4° Déterminer les transformations S' qui sont à la fois du type ZX et du type ZX’. Quelle est, pour une telle - 
transformation, que l’on notera %,, la forme du polynôme caractéristique de la matrice associée? 
Montrer que, dans un repère convenablement choisi, une transformation Zo peut être définie par une Hebie 
de l’une ou l’autre des formes 


0 1 0 0 0 1? 
C 0 m} ou: m 0 0}, .avec Imn £ 0. 
n 0 0, 0 nr 0 


Étudier les points doubles de cette transformation (on pourra se borner au cas l=m—n—=1) 
Que deviennent, pour une transformation %,, les propriétés d’alignement relatives à un point M et à ses 
Citérés» M, Me, M? Définir les triangles qui sont, pour une ©, à la fois des triangles (6) et des triangles (9°). 
. 59 À partir des résultats qui viennent d’être obtenus dans cette paraie III, on demande: 
— de retrouver les similitudes directes du type Y ou du type X'; 
— de rechercher s’il existe des « similitudés inverses » de l’un de ces types; 
— de déterminer les affinités et les homologies de l’un ou l’autre de ces types. 


IV. GéomérTrie DANS L'Espace. — Les définitions et conventions sont celles de la partie II, mais étendues 
à l’espace projectif. Un point M sera défini, par rapport à un repère choisi, par un système de coordonnées homo- 
gènes, ou tétraédrales (x, y, 3, t). A une transformation S sera associée une matrice carrée, d’ordre quatre, régu- 
lière, notée (F). Les coordonnées de M et celles de son transformé M, par S sont alors liées par une relation 
matricielle analogue à (3). 

La transformation S sera dite du type Y s’il existe au moins quatre points non coplanaires, A, B, C, D 
tels que leurs transformés A;, B:, C1, D, par $ soient respectivement situés dans les plans BCD, CDA, DAB, 
ABC [en abrégé : il existe un «tétraèdre» ABCD dont le transformé par S est inscrit dans ABCD]; les « tétraèdres » 
vérifiant cette condition, pour une Ÿ donnée, seront appelés tétraèdres (0). | 

On définit de même les transformations S du type Y’ et les « tétraèdres » correspondants (9), un tétra- 
èdre (9’) étant inscrit dans son transformé par X”. 
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1° On propose d’abord de démontrer l’existence de couples de « tétraèdres » afyô et «By tel que chacun 
d’eux soit inscrit dans l’autre. : 

On prend les quatre points «, 6, y, à comme sommets d’un repère; quelles conditions doivent vérifier les 
coordonnées de quatre points a’, 8’, y’, 3’ pour que ces points soient situés respectivement dans les plans 675, yôc 
Gas, a«fy? Ces conditions étant remplies, montrer que les relations exprimant que les quatre points «’, 8’, y’, à’ 
ne sont pas coplanaires et que les points «,6,y,à sont situés respectivement dans les plans 5'7'0’, y’5a’, d'a’f” 
et a’$°y" sont compatibles et admettent une infinité de solutions. 

On désignera par & un tel couple de tétraèdres. . 

20 Démontrer que les transformations $ du type Y peuvent être caractérisées par le fait que la trace de la 
matrice associée (F) est nulle. 

Comment peut-on déterminer les « tétraèdres » (0) correspondant à une transformation ©? 

Que peut-on dire d’un point quelconque M et de ses « itérés » Mi, Mo, Ms, M, par une transformation X? 

30 Étudier de même les transformations S du type X”. : 

4° Il existe des transformations S qui sont à la fois du type Z et dutype X'; soit Ÿ, une telle transfor- 
mation. En donner un exemple (on pourra utiliser un couple de tétraèdres u). 

Quelle est la forme du polynôme caractéristique de la matrice (Fos) associée à une transformation Y,? Que 
peut-on dire d’un point M et de ses « itérés » par une X,? 

Que pensez-vous du carré d’une transformation Y,? 


Analyse. 


5584. — Les parties IV et V sont indépendantes. 


Notations. — € : corps des nombres complexes. 

ayeC; &j: conjugué de a; [a,;|:. module de CR | 
À = [(a;;)], à, j =", 2, ..., n: matrice n x n à termes complexes a;.. 
A* = [(a;)]: matrice adjointe de A (transposée de la conjuguée). 


… 

ie Ph | 

IAÏ = où ait) A M  UR 
= ° ". . 5 


tr A= Nù CAE trace de A. 


i=1 ; 
IA] = dét. A: déterminant de A. 
; k=n 
AB = [(c))l, = Doubs: produit des matrices A et B. 
k=1 


I. — 19 Vérifier que ||A|] est effectivement une norme sur l’ensemble des matrices A considéré comme espace 
vectoriel sur €. 

29 Démontrer l'inégalité [|AB|| < [|A] BI]. 

8° Établir l'égalité [|A = tr (AA) = tr (A*A)., 

49 Dans le cas où A = A* (matrice hermitienne), exprimer Ai en fonction des valeurs propres de A. 

IT. — On suppose que les termes a, ; dela matrice A sont des fonctions à valeurs complexes de la variable 
complexe z. La matrice est alors ; | 

ue A(z) = [(a;,(2))1. 


1° Lorsque les fonctions a;;(z) sont continues, on pose [ A(e) dz = LC] aujlel de) || où y est un chemin 
ST « 


différentiable du plan de la variable complexe. L 


[ae dz 


2° Lorsque les fonctions a;j(z) sont dérivables, on pose “= A’(z) — Ea;;(z))]. 
Vérifier la formule de dérivation d’un produit : dz | 


(AB) = A’B + AB. 


Démontrer l'inégalité 


< | IA (sil ds, s désignant l’abscisse cürviligne du point d’affixe z sur Y: 
Y 


8° Lorsque les fonctions a,;(z) sont holomorphes dans un ouvert D du plan de la variable complexe, on dit 
que la matrice A(z) est holomorphe dans D. Énoncer et démontrer la formule intégrale de Cauchy relative à une 
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matrice A(z:) holomorphe dans D. Écrire et justifier le développement de A(z) en'série de Taylor dans un disque 
“ouvert |z—zl<p contenu dans D. . 


, 


III. — On se propose d'étudier l'équation différentielle matricielle du second ordre 


e 


(1) À (A(e)Y) + B(IY = 0, 
dx . 

dans laquelle Afx) et B{x) sont deux matrices n X n, données, à termes complexes aj(x) et b;j(x), fonctions 
continues de la variable réelle x pour x>a Ÿ est la fonction matricielle inconnue, complexe et nxn, Ÿ’ 
sa dérivées par rapport à x. On suppose la matrice A(x) régulière (|A(x)| 0). Ù 

40 La résolution de l’équation (1) équivaut à celle du système différentiel matriciel : 

| À à . (Y'— AZ | 

(2) | De 


système dont on cherche par la méthode des approximations successives une solution satisfaisant aux conditions 
initiales : Frot ; | ‘ 
Y{a) = 0; Z{a) = E (matrice unité). 


Démontrer que cette solution est unique et donnée par 


Y{)= lim Y{x, Z(x)= lim.Z,{x), 
Mm=+0 | Mm=+© 


où Y,{x) et Z,(x) sont définis par les formules suivantes : 


Yo) =0;  Z(x) = E; 


( Fate) = [AZ dus Bale) = E— [/ BAY (u) du 
. a a 
(On montrera .que la série de terme général Yyr — YA ét la série de terme général Zy+1 — Zm SON unifor- 
mément convérgentes pour a<æ< b, en donnant une majoration convenable de || Y+1 — Y, ll et MZmti— Zmle) 
20 On suppose, en outre, les matrices A et B hermitiennes (A — A*, B = B*). Démontrer que la solution . 
{Y, Z) trouvée au 1° vérifie la relation | . 
- CY*Z— Z*Y = 0. 


En déduire pour la solution correspondante de (1): 
| Y+AY'— V'#AY = 0. 


3° Que peut-on dire de l'équation (1) et du système (2) lorsque la variable æ est remplacée par une variable 
complexe z, les matrices A(z) et B(z) étant supposées holomorphes dans un ouvert D du plan de la variable 
complexe contenant le point a, A(z) étant toujours régulière? . | 

IV. — Dans cette partie, on suppose la variable x réelle, les matrices Afx) et B{x) réelles et continues pour 
x > a, symétriques et inverses Vune de l’autre : ‘ 


AB = E. 
On note Ÿ = S(a, x; B), Z = C(a, x; B) les solutions déterminées au III, 40. Ces solutions vérifient donc 
le système différentiel : à 

(4) S' — BC, C'—=—BS,; S{(a) = 0, Ca) = E. 

40 Établir les relations . 

(5} - SXC — CXS = 0 et C*C + S*$S = E. 

En déduire ensuite | 

(5) SC*— CS*— 0,  CC* + SS* = E. 


1 
Montrer que |iSil et [IC sont bornées par n? pour x>4@ . 
90 Démontrer que, si la matrice B{x) est permutable avec son intégrale, 


1= [°Bt) du, 


6 AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 


les fonctions S et C sont données par les séries 


21 Br + 1 


(On pourra vérifier que les fonctions Y, et Z, définies au III, 4° coïncident avec les sommes partielles 
de ces séries.) . 

3° Montrer qu’une condition suisante pour que la matrice symétrique B(x) soit permutable avec son inté- 
grale I est | 

B({x) = U*A{x)U, 
où Afx) est une matrice diagonale et U une matrice constante orthogonale (U*U = E). 

Démontrer que cette condition est nécessaire pour n = 2. : - 

V. — On revient au cas général du système (2), dans lequel les matrices A(x) et (B{x) sont toujours réelles 
et continues pour æ>a, symétriques, mais non inverses. Elles sont, en outre, définies positives. Y et Z désignent 
encore la solution particulière satisfaisant aux conditions Y({a) — 0, Z(a) — E. On veut établir une condition 
suffisante pour que les déterminants |[Y| et 1Z ne s’annulent ni l’un ni l’autre pour x > a (non oscillation du 
système). ; 

49 «) En supposant l'existence d’un zéro de IZi= dét Z, montrer qu'il existe un zéro minimal b> a. 

8) On pose K — YZ-1. Démontrer que K est symétrique et définie positive pour a << x< b. (On pourra 
utiliser la dérivée K’— At + KBK.) . ‘ 


y) Démontrer que ii tr (BK) du = + ©. 


On pourra d’abord établir la relation |Z(x) = al — tr(BK) du comme conséquence de l'identité 


| PAL = tr(Z Z-1)]2|. 
. + | 
‘20 Soit e(x) = sup (tr A1, tr B). En supposant . 
{4 Co [amant . ; 
démontrer que tr K est majoré pour æ>a par tg0. | 
En déduire que sa tr (BK) du est majoré par 6tg6. 


On pourra vérifier et utiliser les majorations : | | ; _ 
ne tr(BK)<trBirK, tr(KBK) <trB (tr K}. 


8° Démontrer, en conclusion, que la condition (6) est compatible avec lexistence d’un zéro de [Y| pour 
a>a | ; | : 

: Mathématiques appliquées. 
Le candidat voudra bien indiquer, en tête de sa composition, les tables numériques qu’il aura été amené à utiliser. 


5585. — Le plan étant rapporté à un repère orthonormé dont les axes sont x’Ox et y’Oy, on propose 
d'étudier les courbes intégrales C de l’équation différentielle du premier ordre 


: . dy &zy 
E —Z = 1 
E) dx SEPT PTT Er 


æ et y étant des variables réelles. : 


I. — (Les questions posées dans cette partie I doivent être traitées sans intégrer l'équation. } Ÿ 

19 La forme de l’équation fait-elle apparaître l’existence d’une symétrie pour l’ensemble des courbes C ? 

20 Soit y, le lieu des points des courbes C en lesquels la tangente a une pente donnée 4. Reconnaitre :e; 
courbes y, (courbes isoclines) et la famille qu’elles constituent. 

30 Déterminer le lieu des points d’inflexion des courbes C, ainsi que l’enveloppe des tangentes aux courbe; C 
en leurs points d’inflexion. : Ù | 

II. — 10 L'intégration de l'équation (E) est équivalente à l’intégration du système 

(E’) : 2 dx = (1— 2? + 2xy + y?) dt 

2 dy = (1 — 2? — 2ry + y?) dt 


où + est une variable réelle. 
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RUE RL ES 


! Déterminer les fonctions réelles x et y de £ solutions de ce système. On pourra utiliser la variable complexe 
z—æx+iy (x et y réels). : 
En déduire une représentation paramétrique des courbes intégrales C. : nn | ‘ 
On désigne par C celle de ces courbes qui coupe l’axe yOy aupoint A défini par OA = tg _ (—r<A<r); 


donner de C; une représentation paramétrique telle que, sur cette courbe, le point A soit obtenu pour la valeur 
zéro du paramètre de circulation (paramètre fixant la position d’un point sur la courbe). 
‘Que représentent les formules ainsi obtenues quand on y remplacé À par r? 
20 Former l’équation différentielle des courbes l'. coupant chacune des courbes C sous un angle orienté 
donné « (trajectoires isogonales, sous l’angle « des courbes C). 


Intégrer cette équation uniquement dans les deux cas particuliers à = - eta = — + Les deux familles 
| ; 


de trajectoires isogonales correspondantes sont formées de cercles. En déduire, en utilisant éventuellement une 
inversion convenable, une définition géométrique des courbes C, ainsi qu’une représentation paramétrique de 
ces courbes. Mn AO É | 
30 Comparer les deux représentations paramétriques ainsi obtenues (en II, 10 et en II, 2°) pour les courbes C. 
Montrer que toutes les courbes C ont des points-asymptotes et que l’une d’elles a une asymptote rectiligne. 
La courbe C correspondant à une valeur À du paramètre défini précédemment (IX, 10) coupe l'axe z'Ox 
en une infinité de points; exprimer, en fonction de à, les abscisses de ces points. | | 


III. — Les tracés demandés ici seront effectués sur une feuille de papier millimétré, y'Oy étant porté par le grand 
axe de la feuille, et l’origine O étant à 100 mm du bord inférieur; l'unité de longueur. est 50 mm. 
Construire (sur la même feuille), en utilisant au mieux les propriétés géométriques établies dans les parties I 


et II, les trois courbes CG correspondant aux trois valeurs; 0, _ et r, de À : + / 


Pour préciser le tracé, on déterminera, pour chacune de ces courbes celui de ses points de rencontre avec - 
z'Ox qui a la plus grande abscisse positive et celui qui a la plus grande abscisse négative, en calculant une valeur 
approéhée de l’abscisse de chacun de ces points à partir des formules établies à la fin de II, 30. “ 

_ IV. — 10 Soit C celle des courbes G qui passe par l’origine ©. Exprimer, à l’aide d’une intégrale, la 
longueur totale L de C. | Re Faut 


20 Le calcul de L fait intervenir l'intégrale 


dE +00 3 L . ” 4 
t) dt, avec td) = — ——. 
| J fa ft cht + cost 
Établir la convergence de cette intégrale, que l’on désignera par I. Indiquer la forme du graphe dela fonction f 


pour t>0. Ce graphe admet un point d’inflexion; calculer une valeur approchée de son abscisse avec une 
erreur absolue inférieure à 102. , | 


39 On pose | 
= [ro a et K= [far 


Calculer une valeur approchée de K. 
Dresser un tableau donnant des valeurs approchées de f(t) pour 


1—0,5h avec h=— 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 


_et en déduire une valeur approchée de J. 
Calculer alors une valeur approchée de I, en indiquant. un majorant de l’erreur commise. 


Mécanique générale. 
Les deux problèmes sont indépendants.. 


5586. — PREMIER PROBLÈME. — Dans le champ de la pesanteur supposé uniforme et d'intensité g, on 
considère un plan vertical fixe rapporté à un repère orthonormé d’axes Ox, Oy, l'axe Oy étant dirigé suivant 
la verticale ascendante, et, dans ce plan, l’arceau de cycloïde Z défini par 


æ = a(28 + sin 20) y = a(1 — cos 20), —r<LAL+T, 


a désigne une longueur donnée; Y est orienté dans le sens des 0 croissants; le point O est pris pour origine 
des abscisses curvilignes. 


IN 
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Un fil inextensible, parfaitement flexible et de masse négligeable, est attaché par une de ses extrémités au 
point F du solide S; il passe dans un petit anneau fixé au point F,;, puis sur une petite poulie fixe; ensuite, 
il pend verticalement en supportant le contrepoids P, que l’on peut assimiler à un point matériel pesant, de masse 
donnée m, qui se déplace (sans frottement) suivant la verticale de la poulie. Le dispositif reliant le contrepoids P . 
au corps solide $ est réalisé, sans inertie et sans frottement, de manière que S ne puisse jamais heurter le fil 
ou le contrepoids et que P ne puisse heurter la poulie. 

On supposera que, pendant les mouvements mis en équation, le fil reste tendu. 
La position à chaque instant du système X est définie par la position du repère Oxyz par rapport au repère 
Ox:y:7, (par exemple à l’aide des angles d’Euler). 


40 Écrire un système différentiel déterminant le mouvement de %. Montrer que le problème se ramène aux 
quadratures. Évaluer la tension du fil. DL 


2° Comment doivent être choisies les conditions initiales pour qu’au cours du mouvement l'axe Oz de S 
demeure constamment horizontal? Étudier la stabilité d’un tel mouvement. 


————————————— 2 —————— ——— 
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Les épreuves de mathématiques élémentaires et mathématiques spéciales, de mathématiques appliquées, de mécanique 
générale étaient communes avec celle de Agrégation masculine. Celle d'analyse était différente. Nous la reproduisons ci-après. 


, Analyse. 


5587. — L'espace est rapporté à un repère orthonormé dont les axes sont Oz, Oy, Oz. . 
L'existence des fonctions intervenant dans ce problème, et l’existence de leurs dérivées utiles, seront admises 
sans discussion. 


I. — 19 On appelle C un arc d’une Courbe: lieu d’un point M dont les coordonnées x, y,z sont des fonctions 


analytiques d’une variable t. On suppose que, sur C, le vecteur 5 ayant pour composantes TT 


n’est ni nul, ni isotrope. L’arc CG est rectifiable et l’abscisse curviligne s du point M est définie, à partir de _ 
relation 


ds? = dx? + dy? + de, 2 


lorsqu'on a choisi une détermination de (S) » pour orienter CG, ainsi qu’un point-origine sur C. 


La relation précédente, écrite sous la forme 
(dx + à dy) (dx — i dy) = (ds + dz) (ds — di), 
permet de définir une variable À liée à # par la relation 


— dx +1 dy _ ds — dz 
ds + dz dx —idy 


pourvu qu'il n’y ait sur C aucune tangente parallèle à l’un des plans isotropes x + iy — 0. En supposant que 
cette correspondance entre À et + est biunivoque sur C, on peut introduire deux fonctions analytiques de X, 
soient g(À) et h(A), dont les dérivées secondes vérifient les relations 


0 


dx + i dy = à (ds — ds) = 2hg”(X) A, 
(1) | dx — i dy = - (ds — ds) = 2h"{X) dx. 


Déduire de là des expressions explicites, en termes finis, des coordonnées, x, y, et de l’abscisse curviligne s 
du point M, ne faisant intervenir que la variable X, les fonctions h, g et leurs dérivées premières g,h’. 
29 On peut de même introduire une autre variable 2,, liée à # par la relation 


dx + i dy = À (ds — di), 


- 
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et deux fonctions analytiques g.(M) et AA) analogues aux fonctions g et k. On obtient ainsi, pour l’are C, 
de nouvelles expressions explicites de x, y,z,s au moyen de à,, des fonctions g, et h, et de leurs dérivées. 

On dira que les variables À et À, sont des paramètres normaux du point M sur C et que les formules précé- 
dentes constituent des représentations normalés de C. 

Exprimer le paramètre normal À, et les fonctions g, et h, qui lui sont associées, en fonction du paramètre 
normal à, des fonctions g et À et de leurs dérivées. 

Si l'arc C est réel, quelle relation existe-t-il entre les paramètres normaux À et À, en chaque point réel 
de C? - 

Existe-t-il des arcs C sur lesquels les paramètres À et À, coïncident en chaque.point? 

3° On suppose que C est un arc d’une courbe plane, dans le plan xOy. Montrer que, sous des conditions très 
générales, les coordonnées x, y et l’abscisse curviligne s d’un point M de C peuvent être définies, au moyen 
d’un paramètre À et d’une fonction analytique f{(A) convenablement choisis, par les formules : 


s= (1 + À)" 0) — 2Af 0) + 27h), 
(2) | y = (1) 0) — 20) + 2/0), 
8 = 2) — FAI . 
Réciproquement, à une fonction neue ASARES f(, les formules (2) font correspondre un arc C pour 
lequel À est un paramètre normal. | 
Lorsque, dans les formules (2), on remplace la fonction f(1) successivement par deux fonctions 5,(A) et 
“æ(À), on définit deux arcs C, et C.. Comparer C, et C, lorsque la différence e,(A) —+.,({1) est un polynôme 
en À du second degré. Comparer C, et C lorsque les fonctions .+, et +, sont telles que 
go(à) = ex o1[kerte), 
« étant une constante. 
40 On fait, dans les formules (2), le changement défini par 


= ie, (A) = ietp(), 
_p{@) étant une fonction d’une nouvelle variable, 8. Que deviennent les formules (2)? Donner une interprétation È 
géométrique de 8 et de p’{®), en supposant que l’arc C est réel et en se bornant aux valeurs réelles de 8. 
5° On suppose que CG est un arc convenablement choisi de l’ FAypaeycloide définie par la représentation para- 
métrique : ; #, 
; x bre 2 cost) 
y = a(sin 2: —2sint) 
Déterminer l’un des paramètres normaux sur C, soit À, et Ja fonction f{A) correspondante. 


IT. — Soit C, une courbe du plan æOy, lieu d’un point M{xo, Yo). À chaque point M de C, on associe 
une droite isotrope D, passant par M, et déterminée en fonction de ce point. On FRRere S la surface engendrée 
par D lorsque M décrit C. 


4° Montrer que l’on peut adopter pour $S une représentation paramétrique de la forme 
æ = to + (1 — w°}e, 


y = ÿo + (1 + w)s, 
z = 2uv, 


(3) 


où uw et v sont deux paramètres indépendants et x, 9 deux fonctions de la seule variable u: 
, | : %o = Au), ÿo = Bu). 
Forme: les relations déduites de (3) lorsqu'on effectue sur uw et + le changement. 
u = ie, D ge-h, 


+ 0 et p étant deux nouvelles variables indépendantes. : ; ; _ 
20 A quelle condition la surface $S est-elle développable? 
Cette condition étant vérifiée, déterminer l’arête de rebroussement T de la développable S. Comment la 
courbe l' se déduit-elle de la courbe C,? 
On donne dans, le plan xOy, une courhe T';, que l’on pourra définir par une représentation paramétrique 
. normale de la forme (2). On demande de rechercher les surfaces S développables dont l’arête de rebroussement a 
-pour projection ôrthogonale sur #Oy la courbe T',; déterminer, pour une telle surface, l’arête de rebroussement T 
et la courbe C, correspondante. 
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Déterminer, en particulier, larête T lorsque la courbe T, est un arc de l’hypocycloïde définie dans la ques- 
tion. I, 50. 

39 On suppose désormais que la surface s n’est pas développable. 

Démontrer que les normales à S aux différents points P d’une génératrice rectiligne isotrope D passent 
par un même point F ne dépendant que de la droite D. Calculer les coordonnées de F. 

Soit À la courbe lieu du point F lorsque la droite D décrit la surface S. Montrer que la tangenteen F 
à A est normale à la droite D correspondante. Rectifier la courbe A. 

Quelles sont les lignes de courbure de $S? Quelle relation existe-t-il entre les points F, la courbe A et les 
lignes de courbure de $S? 

Démontrer que, parmi les sphères ayant pour centre le point. F associé à une génératrice isotrope D, il en 
existe une, soit Ÿ, passant par D; quel est son rayon? Montrer que X est tangente à S en chacun des points 
de D. Quelle est l'enveloppe de la sphèré 3 lorsque son centre F décrit A? (On ne demande pas l'étude détaillée 
de cette enveloppe.) 

” Peut-il arriver que toutes les sphères Z aient le même rayon? 

4° Gardant l’hypothèse et les notations de la question précédente II, 3°, on suppose donnée la courbe C, 
du plan xOy; peut-on déterminer la surface non développable S de façon que la projection orthogonale sur le 
plan xOy du point F associé à la génératrice isotrope D passant par le point M de C, coïncidé avec le centre 
de courbure en M de la courbe C,, cette propriété étant réalisée quel que soit M sur C,? 

5° Se plaçant toujours dans les conditions définies en II, 3° on suppose la courbe C, réelle; la courbe A est 
en général imaginaire. Existe-t-il des surfaces S telle que A soit également réelle? 
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GrouPE À 
Première composition de mathématiques. 


5588. — Notations. — On désigne par. E un espace vectoriel de dimension » >> 4 sur le corps des nombres 
réels. On donne une base e,,...,e, de E et l’on appellera coordonnées d’un vecteur xeEË les coordonnées : 
Ti -..,% de x par rapport à cette base. On dira qu’un vecteur x de E est entier si ses coordonnées sont des 
entiers relatifs.et l’on désigne par L l’ensemble des vecteurs entiers. Pour xeL, on notera A{x) et l’on appellera 
hauteur de x le plus grand commun diviseur des coordonnées de _* (on considérera par convention que le plus grand 
commun diviseur de nr entiers tous nuls est zéro). 

Si À est une matrice carrée d'ordre n réelle, d'éléments a,;; avec 1< i,j <n, on désignera encore par A 


Papplication linéaire de E dans lui-même dont la matrice par rapport à la base donnée Es... € St À; on 
a donc 
(1) | Ab)= Ÿ ae 
: 1<i<n 


<i<An 
etla j'ème colonne de la matrice À est composée des coordonnées a;; du vecteur Afe;). 
La lettre Q désignera à la foïs une forme quadratique sur E et la matrice (réelle symétrique) de cette forme 


par rapport à la base donnée. On rappelle que, si B désigne la forme bilinéaire symétrique associée à Q (« forme 
polaire » de Q) et si l’on note g;; les éléments de la matrice Q, l’on a 


(2) dij = 4 gx = B(e;, e;}, 
(3) | | | Bar Ù qu, 
Pr j<n ; 
@ | Q=Bma= à at +2 2 que 
1<i<n <i<i<r 


Si A est une matrice carrée inversible d'ordre 7, réelle et d’éléments a, on posera 


(5) Qi = ‘AQA 


tj? 


. (9 Le sujet de physique du Grouqe À nous est parvenu alors que le présent numéro était sous presse. Il n’a pu, de ce fait, être 
inséré à sa place normale. Nos lecteurs le trouveront à la page 69. {Note de la Rédaction.) 


